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Θέμα 1. [0.3 + 0.3 + 0.4] Υπολογίστε, αν υπάρχουν, τα όρια

lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2
, lim

(x,y)→(1,0)

(x− 1)2 ln x+ 2(x− 1)2 + 2y2

x2 + y2 − 2x+ 1
,

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

(
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√
|x+ y+ z|
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1− e

− 1

x2+y2+z2

)
.

Θέμα 2. [0.4 + 0.6]

(αʹ) Έστω f̄ : Rn → Rm και ḡ : Rm → Rk συνεχείς. Δείξτε ότι η ḡ ◦ f̄ : Rn → Rk είναι συνεχής.

(βʹ) Έστω A ∈ Rn×n σταθερός πίνακας και f(x̄) = x̄TAx̄, x̄ ∈ Rn. Υπολογίστε το πολυώνυμο
Taylor βαθμού τρία της f στο 0̄.

Θέμα 3. [0.5 + 2] Έστω M = {x(1, 1) : x ̸= 0} ⊂ R2 και f : R2 → R με

f(x, y) =

{
ex − 1, (x, y) ∈ M,

0, (x, y) ̸∈ M.

(αʹ) Βρείτε την κλειστή θήκη M του M στο R2.

(βʹ) Εξετάστε σε κάθε σημείο (x0, y0) ∈ R2 την f ως προς τη συνέχεια, μερική διαφορισιμότητα
και διαφορισιμότητά της, και βρείτε, όπου και όποιες υπάρχουν, τις μερικές παραγώγους,
την κλίση, την παράγωγο και τις παραγώγους κατά όλες τις κατευθύνσεις ν̄ ∈ R2, ∥ν̄∥ = 1.

Θέμα 4. [4 × 0.5] Έστω a, b, c > 0 και f : R3 → R, f(x, y, z) = (x/a)2 + (y/b)2 + (z/c)2.

(αʹ) Βρείτε το σύνολο Lf(1) στάθμης 1 της f και χαρακτηρίστε το γεωμετρικά.

(βʹ) Δείξτε ότι το Lf(1) είναι συμπαγές.

(γʹ) Δείξτε ότι σε κάθε σημείο (x0, y0, z0) ∈ Lf(1) η κλίση της f στο σημείο αυτό είναι κάθετη
στο Lf(1).

(δʹ) Βρείτε το εφαπτόμενο επίπεδο στο Lf(1) στο σημείο (x0, y0, z0) ∈ Lf(1).

Θέμα 5. [1.5] Βρείτε και χαρακτηρίστε τα σημεία ακροτάτων και τα ακρότατα της f : R2 → R,

f(x, y) =


yx2, x2 + y2 ≤ 1,
1√
3
, x2 + y2 > 1 και y ≥ 0,

− 1√
3
, x2 + y2 > 1 και y < 0.

Θέμα 6. [1] Έστω f : Rn → R διαφορίσιμη στο x̄0 ∈ Rn. Δείξτε ότι

∃ δ, C > 0 ∀ x̄ ∈ B(x̄0, δ) : |f(x̄) − f(x̄0)| ≤ C∥x̄− x̄0∥.

Θέμα 7. [1] Βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης y : (−ε, ε) → R με 0 < ε ≪ 1 και y(0) = 1,
που δίνεται πεπλεγμένα μέσω της εξίσωσης

(x2 + y2)2 − 2x(x+ coshy) − ey−1 = 0.

Δικαιολογήστε τις απαντήσεις σας! KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ!


